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Anna Scholz

In diesem Vortrag wird zundchst die Modulgruppe eingefiihrt und anschliefSend der
Fundamentalbereich der Modulgruppe vorgestellt.

§1 Die Modulgruppe

In diesem Abschnitt wird die Modulgruppe eingefiihrt.

Zur Erinnerung;:

Die obere Halbebene H = {z € C|Im(z) > 0} wurde in der Vorlesung zu Funk-
tionentheorie bereits angesprochen.

a b

Fir M := (c q
tion (vgl. Funkttheoskript VII, 2.1).

) € GLy(R) nenntman H — H : z — gig eine Mobiustransforma-

(1.1) Definition (Modulgruppe)
Die Menge alle Mobiustransformationen mit Koeffizienten a,b,c,d € Z
und ad — bc = 1 wird Modulgruppe genannt und im Folgenden mit I' bezeichnet.

Die Gruppe kann also auch durch 2x2 Matrizen reprasentiert werden.
[':=SLy(Z) :={M € Mat(2,Z);det(M) =1} o

Die Koeffizienten des Matrizenprodukts AB sind ganze Zahlen, da die Koeffizienten
von A und B aus Z sind und die Einheitsmatrix E hat ebenfalls Koeffizienten in

Z. Dariiber hinaus gilt det(E) = 1 und det(AB) = det(A)det(B). Da det(M) # 0
existiert dariiber hinaus M1 = det%—M) (—dc _ab) , womit I tatsichlich eine Gruppe

beziiglich der Matrixmultiplikation bildet.

Es sei kurz angemerkt, dass fiir z € H und M € I'gilt:

_az—l—b_ —az—b_

Mz—cz—i—d——cz—d__MZ (1)
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Des Weiteren gilt, dass H stabil unter der Gruppenoperation ist, denn:

1 _ 1 faz+b az+D
Im(Mz) = Z(MZ_MZ) T 2i <cz+d N cZ+d>
1 (az+0b)(cz+d) — (az+b)(cz+d)
2 (cz+d)(cz+d)
1 azzc+adz + bez + bd — azzc — azd — bez — bd
C2i (cz+d)(cz+d)
1 (ad —bc)(z —Z)
T2 ez +df?
_ Im(z)
ez +-d)?

wenn man sich fiir z = x +iy;x,y € R

1

_ 1 ) ) 1_.
22 —2) = o (x+iy — (x — iy)) = 5.2y = y = Im(2)

in Erinnerung ruft.

— Spezielle Elemente der Modulgruppe —

Im Folgenden werden zwei Elemente aus I' ndher betrachtet. Spater wird gezeigt,
dass die Modulgruppe von diesen Elementen erzeugt wird.

Wir betrachten

S = (O _1) ,Involution” und T := <

11 o
1 0 ),,Translatlon (2)

01
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mit den folgenden Eigenschaften:

0 —1 1
Sz:(1 O)Z:_Z 3)
Tz:((l) 1)222—1—1 4)
S2=E )
™ — (1 T),furm cZ (6)

so=(0 )6 -0 o
(1.2) Lemma

Seien ¢, d € Z teilerfremd. Dann existiert eine Matrix M € I’ mit M := (: ;) o
Beweis

Seien c,d € Z teilerfremd, dann folgt aus dem erweiterten euklidischen Algorithmus
(Zahlbereichserweiterung), dass a,b € Z existieren, mit ad — bc = 1. Somit ist die

Matrix (bcl Z) ein Element von I'. O

§2 Der Fundamentalbereich der Modulgruppe

Sei G eine Untergruppe der Modulgruppe I'. Zwei Punkte z und z’ € H sind
dquivalent unter G, wenn z = M7/, fiir ein M € G. Da G eine Gruppe ist, ist dies
eine Aquivalenzrelation.

Diese Aquivalenzrelation teilt die obere Halbebene in eine disjunkte Menge von
Aquivalenzklassen, also Bahnen unter der Operation von G. Betrachtet man jeweils
einen Punkt aus jeder Bahn, dann nennt man die Vereinigung all dieser Punkte eine
fundamentale Menge von G.

Im Folgenden betrachten wir nun D C H, D := {E C;|z| > 1,|Re(z)| < %} und
zeigen, dass D ein Fundamentalbereich der Modulgruppe I’ ist.

(2.1) Satz
1. Fiir jedes z € H existiert ein M € I' , sodass Mz € D.
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2. Seien zwei verschiedene Punkte z,z’ € D kongruent modulo I'. Dann gilt:

1
R(z) = +3 und z = z' + 1, oder
, 1
|zl =1und z' = —=
z

3. Seiz € Dund sei I(z) = { M|M €T, Mz = z} der Stabilisator von z in T
Es gilt I(z) = E auBler in den folgenden drei Fillen:

Fir z = iist I(z) die Gruppe der Ordnung 2, die von S erzeugt wird

Tti 1 1
Firz = p = e = —5 +i- E\/é ist I(z) die Gruppe der Ordnung 3, die von ST erzeugt wird

Firz=—-p= eF = % +i- %\/5 ist I(z) die Gruppe der Ordnung 3, die von TS erzeugt wird

<

(2.2) Definition (Begriff)
Seien gewisse Voraussetzungen erfiillt. Dann definieren wir Begriff durch ... o

Der Begriff aus 2.2 fithrt uns sofort zu folgender Aussage.

(2.3) Lemma
Seien gewisse Voraussetzungen erfiillt. Dann gilt:

a) Hier steht die erste Aussage.
b) Hier steht die zweite Aussage.

c) Hier steht die dritte Aussage. o

Beweis
a) trivial

b) klar
c) folgt aus Teil (a) und (b) O

Nun kann auch ein einfaches Beispiel angegeben werden.
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§3 Zweiter Abschnitt

(2.4) Beispiel
Seien gewisse Voraussetzungen erfiillt. Dann gilt

(

a=b®crd-d=c
SN

und man erhilt

sowie
I (23)(®) i= ]
= k.

Hiermit leiten wir zum zweiten Unterabschnitt tiber.

— Zweiter Unterabschnitt —

In diesem Unterabschnitt geht es um dieses und jenes.

§3 Zweiter Abschnitt

Hier geht es weiter mit dem zweiten Abschnitt.



